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RESUMO
As trincas ocupam um lugar muito importante nas causas de falha dos componentes de máquinas 
ou na construção civil, praticamente, todo elemento fabricado apresenta alguma imperfeição 
que pode ser causada pela movimentação de materiais na confecção, por algum tratamento 
térmico ou ainda como consequência da ocorrência de vibração na área; tendo um estudo mais 
amplo, dinâmico, pode-se obter a carga máxima suportada e a propagação da trinca. A mecânica 
da fratura é a área da mecânica que estuda os processos mecânicos que levam à propagação 
de fendas, fissuras e outros “defeitos”, que diminuem a resistência do material, provocando 
a fratura ou ruptura do mesmo. Ela utiliza métodos analíticos da mecânica dos sólidos para 
calcular a força motriz em uma trinca e métodos da mecânica dos sólidos experimental e 
computacional para caracterizar a resistência do material à fratura. A Metodologia abordada 
utiliza três ferramentas matemáticas: O Método dos Elementos de Contorno (MEC) que vem 
sendo aplicado com êxito a diversas propostas de resolução de problemas de engenharia, seja 
no caso estático ou no dinâmico, uma vez que seus resultados apresentam alta precisão, com 
a vantagem adicional da discretização somente do contorno do problema; a Função de Green 
como solução fundamental, que evita a discretização do contorno da trinca quando este está 
descarregado, uma vez que esta solução, para a força de superfície, seja nula nas faces da trinca; 
e, o Método da dupla Reciprocidade, que transforma integrais de domínio em integrais de 
contorno.Esse artigo pretende analisar o comportamento elastostático de uma trinca reta de 
bordo em uma barra homogênea ao receber um carregamento vertical positivo.
Palavras-chave: Função de green numérica. Método dos elementos de contorno. Trinca.
METHOD ELEMENT CONTOUR AND GREEN FUNCTION
NUMBER APPLIED TO STRUCTURES STUDY
ABSTRACT
Cracks occupy a very important place in the causes of failure of components of machines or 
construction substantially all manufactured element has a flaw which may be caused by the 
movement of materials in the manufacture, for some heat treatment or as a result of the 
occurrence of vibration in the area; having a wider dynamic study, one can obtain the maximum 
charge and crack propagation. The fracture mechanics is the area of  mechanical studying 
mechanical processes that lead to crack propagation, cracks and other “defects”, which decrease 
the material strength, causing fracture or rupture. It uses analytical methods of solid mechanics 
to calculate the driving force in a set and methods of experimental and computational mechanics 
of solids to characterize the material’s resistance to fracture. The discussed methodology uses 
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three mathematical tools: The Boundary Element Method (BEM) which has been successfully 
applied to various proposals for solving engineering problems, either in the static case or 
dynamic, since their results are highly accurate, with the additional advantage of discretization 
only the problem of the contour; Green’s function as a fundamental solution, which avoids the 
discretization of the contour of the crack when it is unloaded, since this solution for surface 
strength is zero on the faces of the crack; and the Dual Reciprocity Method, which turns domain 
integrals in boundary integrals. This article analyzes the behavior of a elastic and static board 
straight crack in a homogeneous bar when a positive vertical load.
Keywords: Numerical green function. Boundary element method. Crack.
1 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC)
O MEC (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984) se aplica à diferentes problemas em engenharia, 
tais como: mecânica da fratura, mecânica do contato, barreira acústica, proteção catódica 
(em casco de navios e torres de distribuição elétrica), e problemas de elasticidade.  Contudo, 
singularidades fracas e fortes surgem nessas formulações matemáticas, as quais devem 
ser contornadas por técnicas e artifícios numéricos. O método possui uma boa precisão nos 
resultados,resolve problemas infinitos ou semi-infinitos, e envolve somente a discretização do 
contorno, diminuindo o custo computacional. A figura 1 demonstra como é feita a discretização 
do contorno considerando a linearidade e a influência das forças em cada ponto fonte (   ) e 
ponto campo (x).
Figura 1: Representação gráfica do domínio do problema
                     Fonte: (VERA-TUDELA, 2003).
Tem-se:
(1)
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Onde  e  são, respectivamente, o deslocamento e a 
força de superfície no ponto campo x na direção j pertencente ao contorno , para uma carga 
unitária aplicada no ponto fonte (interno)  na direção i.
2 FUNÇÃO DE GREEN NUMÉRICA (FGN)
A FGN (GUIMARÃES; TELLES, 1994), como mostra na figura 2, descreve forças que se 
encontram em equilíbrio em termos de uma superposição da solução fundamental de Kelvin mais 
uma parte complementar,evitando a singularidade na superfície da trinca, pois a discretização 
para a força de superfície é nula nas faces da trinca, quando esta está descarregada. 
Figura 2: Função de Green Numérica
                          Fonte: (VERA-TUDELA, 2003).
Solução de Kelvin e a Solução Complementar:
(2)
Substituindo na equação do MEC, utilizando o método da colocação para pontos 
conhecidos no contorno, a quadratura Gaussiana e aplicando as técnicas de Integração, temos:
(3)
Onde  é o jacobiano,  são pontos de colocação,  é a representação dos 
pesos de Gauss.
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3 MÉTODO DA DUPLA RECIPROCIDADE (MDR)
O MDR (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992) permite resolver problemas transientes 
usando soluções fundamentais da estática, tem como objetivo transformar a integral de domínio 
do Termo existente em uma integral de contorno. Por exemplo, a equação de Navier:
(4)
Adotando a solução fundamental para os deslocamentos e para as forças de superfície 
com os procedimentos clássicos do Método dos Elementos de Contorno gera a seguinte equação 
com integrais de contorno e uma integral de domínio:
(5)
Se representar a ação do domínio por um somatório de funções:
(6)
Ao aplicar o método, essa equação pode ser reescrita como:
(7)
Usando os valores nodais com o mesmo grupo de funções de interpolação, obtêm-se os 
somatórios:
(8)
Finalmente, aplicando a equação anterior para todos os nós do contorno e pontos internos, 
e incorporando a matriz C em h, forma-se o seguinte sistema de equações:
(9)
Para , onde  é uma função auxiliar de interpolação, 
.
9 4 R e v.  A u g u s t u s    |    R i o  d e  J a n e i r o    |    v.  2 1    |    n .  4 1    |    p .  9 0 - 9 6    |    j a n . / j u n .  2 0 1 6
MÉTODO DO ELEMENTO DE CONTORNO E FUNÇÃO DE 
GREEN NUMÉRICA APLICADO AO ESTUDO DE ESTRUTURAS
TE
M
AS
 LI
VR
ES
4 APLICAÇÃO E ANÁLISE DOS DADOS
Tendo uma chapa retangular com uma trinca de Bordo Reta com carregamento vertical 
positivo, considerando a proporção dos eixos e dois nós fixos no eixo w (VERA-TUDELA, 2003), 
como é mostrado na figura 3. Adotando um material linearmente elástico com as seguintes 
propriedades: módulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0,3, densidade igual 
à unidade e trinca de tamanho 7, com a/w = 0.7 e h/w = 4. A discretização tem 197 nós no 
contorno, 96 elementos quadráticos e 40 pontos internos.
Figura 3: Chapa com carregamento reverso
                  Fonte: (KARAMI, 1989).
Ao implementar os dados no programa, observa-se após a carga reversa ser aplicada, uma 
variação no Fator de Intensidade de Tensão, tabela 2, que também resultou em uma variação da 
trinca no eixo y, representado na tabela 1, os dados tabelados descrevem uma superfície similar 
ao obtido na figura 4 (KARAMI, 1989).
Tabela 1: Dados da Trinca
ABERTURA DA TRINCA
NO Cy
11 0,173309091
12 1,488407728
13 11,59123329
14 10,30515245
15 8,209602971
16 6,809388777
17 5,497799936
18 4,451916365
19 3,487847496
20 2,692714304
21 1,971155669
22 1,376407442
23 0,829984825
24 0,375531989
                           Fonte: O autor.
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Tabela 2: Valores de K1/K0
h/w a/w
2 0.7 0.27 0.216
2 0.8 0.61 0.625
3 0.7 0.81 0.717
3 0.8 1.30 1.343
4 0.7 1.44 1.222
4 0.8 2.23 2.264
      Fonte: O autor.
Figura 4: Gráfico da abertura da Trinca
                         Fonte: O autor.
5 CONCLUSÃO
Esse artigo demonstrou a aplicabilidade do MEC com a FGN e o MDR para a resolução de 
problemas da mecânica da fratura com trinca de bordo reta, através de uma implementação em 
FORTRAN 95 onde seus resultados foram comparados com os resultados do paper do Karami. 
Pode-se observar que ao se discretizar a figura 3 e rodar o programa, os resultados foram 
próximos como mostra a tabela 2, e uma pequena similaridade na disposição da superfície da 
Trinca (ver Tabela 1 e Figura 4). Estudos posteriores devem permitir comprar estes resultados 
comparando a carga de domínio com uma carga aplicada equivalente. Além disso, o interesse é 
ainda estudar o comportamento da trinca inclinada calculando os valores de K1/K0 e K2/K0 com 
os obtidos na literatura.
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